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L’objot de cet artide est de rnettrL en 6vidence la parent& qui unit un certain nombre dz 
rbuitats de dualiti daas les Crobltmes combinatoires (th&or$me des arcs color&s g&GraW, 
thbor&me de1 la coupe minimale g&kalist, thtor6me d’Hoffman g&nCralisC, inbgalit6 longueur 
largeur, tMor&me fort des &arts compi6mentaires) n montrant que tous ces rhultats peuvent 
se d&ire par un m&me type d’aq-gument d’un “th&or*me fondamental de dualit& linbaire” 
lti=nGme tqtivaIent au th&or&ne de &alit& en programmation iinCaire. 
Aucun des r&&tats de cct article n’est original; le seul in&et de cette prCsentation est de 
replacer dans une meme perspective un certain nombre de th&orbmes connus en donnant de 
chacun de c-es thdor&mes des dCmonstrations (originales) tr&s voisines. 
The purpose of this paper is to ,tresent some new and unified proofs of a number of :;nown 
results in combinatorial programing: generalized versiuns of Minty’s lemma, of Ford and 
Fulkerson’s and Hoffman’s theorems the length-width inequality and the strong complementary 
slackness theorem. All these result3 are derived from a “main dxality theorem” which can be 
deduced from the duali theorem: of linear propramming or from more general results of 
convex analysis. 
1. lntmdnction 
L’objet de cet article est de mettre en bvidence la parent6 unit un certain 
nombre de resultats de dualit Ga,rs les probl2mes combinatoires (th6orkme des 
arcs color& g&&alisb, thkori%me de la coupe minimale g&n&aiis& th$or&me 
d’Hoffman gWkalis6, inbgaliti: iongueur largeur, thi;*o&ne fort des &ark 
compldmentaires) en montrant que tous ces resultats peuvent se deduire par un 
mdme type d’argument d’un “th6or&me fondamental de du.alitk linkke” lui- 
mbme &qulvalent au thborkme de dualit en programmation iin&ke. L’adjectif 
“fondamental” qui sert & qualifier notre point de depart n’wt peut 2tre pas t&s 
bien choisi dans la mzsure oti ce theorkme n’a aw;ille prioqritd historique et 06 
tous les rksultats $noncks sont en principe Cquivalents. I1 n’a de justification que 
relative dans la mesure oti, pour ce papier, le r&ultat en question est bien un 
r&&at-clef. Notons enfin que Bland [2] a r6cemment. dolxG une gh5r;t!isiition 
combinatoixe du lemme des arcs c&or& gCnkalis6 5 ia rh&k des marroides 
orientables; il conviendrait alors peut-Stre de cor?G&rer ce lenxm mm-le 
rkellement fondamental. . . . 
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seui intbr& de cette 
un certain nombre de 
D’autre patt, &ant dam&e une fonctiun convexe 4, on peut toujours lui faire 
cwrespondre une cowbe croissante C de teile sorte que 4 s’tcrive: 
44x)= 4&)= 1% Mu) du, XQ E Ea 21, 
X0 
A la foncti& wnvexe. Crpc- associ6e B une wurbe croissante C on attache une 
fondion #“, d&Me par: 
Renwqw 1.5. +*, est une fonction convexe. De plus, on peut montrer [7] que 
& et (p*, sont polaires t’une de I’autre, c’cst a dire que: 
‘(In considbre ici, ains~ qu’on ie fait frdquemment 
iayuelle on adjoint les points B I’infini. 
:n optimisation convexe, la droite rCelle B 
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Rempreae LA. Dans la suite de cet article, now nous limiterons au cas “lin~airc” 
oti les courbes croissantes zwsid&es sont constituees de segments paraX& axes, 
c’est B dire au cas oti les fonctions hC et gc >._- cnnt des fonctions en escalier et oti les 
fonctions convexes & et 4% sont lint5aire5 par morceaux. 
Th4ot8me 1.7 (‘Theor5me fondamental de dualitd lineaire). Se&i F et T de!lX 
sous-espces oectoriels orthogonaux et w@!mentaires de R”, soient m fonctions 
conuexes & (i = 1,2,. . . , no) lidaires par morceaux dont les polaires sont 4” et 
soient Ci Zes courbes croissantes correspndant aux di. On considke les deux 
problhes de minimisa tion : 
(I) d = minfQF t&(f) aoec 
Alors : 
(a) S’il existe f E F et t E T tels que d(f) ( m, +*(t) cm, les probhes (I) et (II) 
onl me solution et on a: 
(i) a~ + /3 = 0 
(ii) Pour tout couple de solutions E t de (I) et de (II) respectiuement: (5, 6) E Ci 
(i = 1,2,. . . , m). 
(iii) Tout couple fk F, k T satisfaisant h la relation ci-dessus est un couple de 
solutions optimales de (I) et (II). 
(b) Une condition ntkessaire et sufisante pour que CY = - 00 (resp. p = - m) est que 
(1Cf: +*(t)<m}=+(resp.(fEF: ~$cf)<or;)=~#& 
@e theor&me est un cas particulier d’un resultat d’anAyse convexe (Berge [I], 
Rockafellar [6]) lorsqu’on supprime dans l%nonc$ la restriction que les Ci sont 
linbaires par morceaux. Tel qu’il est formule ce theor&me st une consequence dg 
thbor&me de dualitb en programmation lineaire [8]. La d&monstration correspon- 
dante est relativement longue, mais ne presente aucune difficult& Elle utilise le 
pro&d& classique qui permet de ramener un problkme d’optimisation convexe 
dont les cDntrainres ont lin&ires et la fonction objective separable t lineaire par 
morceaux B un programme linkaire. Nous ne la reproduisons pas ici. 
D&&ion 1.8. Dans la suite F et T dksigneront deux sous-espaces orthogonaux 
et supp Jmentaires de R”. fl toui. x E R”‘ on associe: 
S(X)={i: Xi+ 133 
s(f) ne contienne que des indices rouges et nom, les indices noirs de S(f) sont 
dam S’(fj =z {i : f( > 0). 
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(b& 3 e3tiste un vecteur MmentaiIe t E T tzl que: 
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S(t) n6 mntient que des indices verts et noirs, les indices noirs de S(t) sont dans 
S’(t) = {i: 4 >O}. 
(C) TV&w&e de la coupe minimale ghe’rulis~. Supposons qu’on ait associ6 B 
chaque indice i = 2,3,. . . , na une “capacih?’ cj E R+. Tout vecteur t E T tel que 
,a= -1 sent appeIt5 une “coupe”. La capacitc2 d’une coupe &ant 
f~ F sera appel6 un flot et fi sera “la valeur” de ce flot. Alors: 
max Cfl 1= min [c(t)] 
(leF: jj4jZci 1=9,3,. . ..m) (BET: tl=-1) 
t 
(ID) Th&w&te d’H$nan ge’n&alis& Une condition nkessaire et suffisante pour 
qu’il existe j E F tel que: 
est que pour tout vwteur Mmentaire t E T on ait: 
C qti+ C bit,30 
(E) h?galite? lo qpeur-larger. Associons B chaque indice i = 2,3,. . . , m une 
longueur Zj ER+ et une largeur wi c R+. Posons: 
h = min pfilli 
(fcF: fl-l} jam2 
m 
o= min 
(1E-r: f,==l} i-2 
alors on a l’inegalitk 
3. Dhnonstrations des tMor&mes de dualit4 combinatoire 
Dans toutes ces demonstrations, on se ramkne, par un choix judicieux d.es 
courbes C;, ti UII cas d’application du thkorkme fondamental de duali& link G-e. 
I . 
.L’. . , 
.’ 
j , _ 
.‘j - , 
Done le probEme (II) s%crit: 
et, en tana,at compte de ce qire 
.:‘ 
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‘$$b~t, au signe p&s de la fonction objective, le dual de (P). Le theorErne de .r;: * 
*,.* / -. .A= 7. I - ,y i &@i+cpe le ~th&w&me..fa%ie des&arts compltmentaires) en programma- ,“;,~;,*y;’ ‘Ly c 1
+&$$fiL~2_i 
. - ~ ;_.,*;: 2’ st aiors ilibe &s&quence dir&e du theor&me fondamental de r #&&&:~* 
* . i ‘;‘ ) - . ~,_ 
(B) L,cs deux terms’ de l’alternative sont mutuellement exclusifs. En effet, 
sinon on.. await rnis en evidence un couple f E F, t E T avec fTr > 0. 
&sodons auc diffkntes composantes les courbes croissantes en escalier 
s&antes: 
iG Ivoiv i*J ie Roupe 
On d&nit B partir des courbes G les problemes (I) et (II) auxquels on peut 
appliquer le War&me fondamental de dualit lineaire. Comme 4(O) ~00 et 
4*(O) <a, il existe un couple E i de solutions optimales des probl&mes (I) et (II): 
(a) . - y1>0, 
ie S(p* i est noir ,JU rouge, 
iES$) et i est nok3fi>O. 
D’apr*s la Remarque 1.9, il existe p Mmentaire, conforme B f et tel qtie f1 > 0. 
(b) Si TX < 0, 
i E S(i)* i est noir ou vert, 
iES(ij et i est noir=$ t<O. 
D’apr&s la Remarque 1.9, il existe i klkmentaire confc rme 5 t et tel que i, c 0. 
- i satisfait aux enon&. 
(C) Soitj~I;telque-Ci~ji~Ci,i=2,...,m,etSOitf~Ttel~Uet,--1.On 
a: 
fTj=tlj*+~ t,fi=o 
i=2 
jl = f fiji s f lZi1 Ci = C(t)* 
i=2 i=2 
I1 faut exhiber un t E T et un f~ F tels yue l’kgialit6 soit v&if& dans (2). 
Pour dkmontrer le cara&re stisant de (1) associons aux ditierentes composantc s 
les courbes croissytes @wiW~~: : 
bf$O f Cl Cl< 0 
On d6finit 3 partir des courbes Ci ks probkmes (I) et (II) auxquels on peut 
appliquer ie thCor&me fondamental de du;.lit& lineaire. Comme 4(O) <a~ et 
+*@)‘<a, i! exists. un couple f7 i de solutions optimales des problemes (I) et (II). 
Suppso~~s par ailieurs qu’il n’existe pas de fe F tel que bi ah G cj, i = 
1,2,..., m. Qn a alors chxssairement: E a~:: bi ou fi > q pour au mo,ins un 
k-f], 2,. . . F?l}. f 
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D’autre part: 
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Or, d’aprks les courbes choisies et n(ii) WI a: 
?;>O+j+Ci avec I’irGgaliti stricte 
i;<0*f&, pour au moins un indice. 
Done 
O> c ?;q+ c T,b, 
{i: 4>0) (i: II(O) 
(E) On considbre les deux ensembles de courbes croissantes: 
i8 f 
_______ -____ Jc ‘Ii 
On d&nit A partir des courbes C’, (resp. Cy) les probkmes (I’) (II’) (resp. (1”) (II”)) 
auxquels on peut appliquer le tkt’orhme fondamental de dualitk lineaire. Si on 
suppose que : 
If E F: fl = ll# 8, {t tf T: t* = 1) f $9, 
les problhnes {I’) et (II’) (resy. (I”) et (II”) admettent un couple de solutions 
optimales ,?, ? (resp. p1 i,,). 
D’autre part, leb problkmes! (Ii, et (II”) s’kcrivent: 
0’) min 
(~EF: fl=l} i=2 
nx 
W) min 
(tET: ~1~1) i=2 
On nontre f+ale~ti~~~~sotim~int le th&x&me for des &arts compl&nentaires en 
programma@w -itlbaire pe@ se ‘d&hire ciu lemme des are color& g&kalisaf. 
(Pb r Ax=+, yAe 
I cx = 2 (nrin) 
xal (D) 
’ yb = w (max) 
ids que: 
(x: Ax=b,x~Q}fQ) 
{y: yAa)7te 
Alors il existe un couple de sotuihns opthales 39 V) et de (D) %, f tels que: 
‘C. . 
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;.,- _ 
,I_. . 
wa Soit 3, p un couple de solutions optimales de (P) et (D) respec- 
tivement el que: 
soit die cardinal minimum. Supposons que la propriktt annoncbe so?. fausse et 
done que 1KI”O. On pose: 
D’aprh 
D’autre 
om colore les indices i = 1,2, . . . , m de la man&e suivante: 
0 a L+es indice de K en noirs (sains perte de gbfalitb on suppose 1 E K). 
@I Les indiceb de I-J en rouge. 
0 C Les indices de J-I en vert. 
I=(i: yAi = c’), J={i:: xi =O}. 
le tMor&me (faible) des &arts compltmentaires on a: 
IUJ={l,2,...,m) 
part, par definition: 
Kdn.1 
Et on pose: 
F=(fctRm: Af=O), 
T={~ER~: t=yA). 
D’aprbs le lemme des arcs color& ghhalis6, il existe soi*: 
(i) g, F, ? &mentaire, So E I U I(, S(j) n K = S+(n 
(ii) k T, i Mmentaire, S(i) c J U K, S(i) n K c S’(i). 
Dans le cas (i), soit 6’ la valeur maximum de E pour laquelle 
11 est clair que s’) 0 et 
est une solution optimale de (P) (3, jj satisfait ies conditions du tMorkr:?e faible 
des harts ccimplbmentaires). Si on pose: 
K’=(j: yA’=c’ et 2;~ 0) 
on a IK’I< IKI, une contradiction. 
Dans le cas (ii), soit ?) la valeur maximum de q pour laquelle 
11 lest clair que q’) 0 et que 
‘I . / 
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